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Notiz:
Im Rahmen des heutigen Seminars möchten wir eine besondere Art von Teilchen kennen lernen: Die Anyonen (auf Englisch anyons). 
Gleich vorweg sei gesagt: Anyonen haben nichts mit Anionen, also negativ geladenen Teilchen, zu tun, sondern sind sogenannte „Quasiteilchen“. Ein Quasiteilchen ist ein Teilchen, dass als freies Teilchen nicht existieren kann, sondern nur als Anregung des Systems, in dem es sich befindet. Dort verhält es sich allerdings wie ein freies Teilchen und wird daher über die Wechselwirkungen mit seiner Umgebung definiert.
Was genau Anyonen sind, das möchte ich im ersten Teil dieses Vortrags motivieren. Dazu werde ich kurz ein paar Worte über die physikalische Welt in Elementarteilchengröße verlieren, wiederholen, was Bosonen und Fermionen sind und auf dieser Basis die Anyonen einführen.
Im zweiten Teil des Vortrags möchte ich vorstellen, was mit dem magnetischen Fluss eines Teilchens passiert, wenn man es um ein anderes Anyon herum bewegt und im dritten Teil versuche ich kurz anzudeuten wie wir uns in der Informatik diese Effekte zu Nutzen machen können.
Wo Anyonen existieren können und wie man mit Anyonen umzugehen versucht, das wird zum Schluss des Vortrages noch angesprochen werden, bevor dann Zeit für eventuelle Rückfragen und Ergänzungen bleibt.
Insgesamt ist das Thema ziemlich komplex und umfangreich, so dass ich hier vieles nur anreißen werde – für detaillierte Erläuterungen möchte ich auf die zugehörige Ausarbeitung verweisen. Jetzt hoffe ich, dass sich ale gut angeschnallt haben, des es wird in den nächsten zwanzig Minuten wohl ziemlich hin- und hergehen...
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Notiz:
In der Welt der Quantenmechanik gelten andere Gesetze, als in der Welt, die von uns erfahren wird. So hat Heisenberg 1927 entdeckt, dass die Messung des Impulses zu einer Unschärfe bei der Ortsmessung eines Teilchens führt und umgekehrt. Der Fehler liegt zwar nur im Bereich von 10 hoch –6, spielt also im täglichen Leben für uns keine Rolle. Bei Elementarteilchen jedoch bewegen wir uns auf Nano- und Picometerskalen, so dass diese Ungenauigkeit äußerst relevant wird.
Man kann sich diese Teilchen also nicht wie zum Beispiel Billardkugeln vorstellen, die eindeutig an einem bestimmten Ort zu finden sind, sondern man ordnet Ihnen eine Wellenfunktion im Bereich der komplexen Zahlen, die zunächst einmal keine anschauliche Bedeutung hat. Sie ergibt sich als Lösung der so genannten Schrödinger-Gleichung modelliert das System mit seinen Teilchen. Dabei gibt das Quadrat des Betrages der Wellenfunktion die Aufenthaltswahrscheinlichkeit für das Teilchen an einem bestimmten Ort an.
Eine weitere Eigenschaft von Elementarteilchen ist deren Ununterscheidbarkeit. Wenn man zwei Teilchen vertauscht, so erhält man nach der Vertauschung den gleichen Zustand wie davor – nach der Unschärferelation könnte man Teilchen nicht einmal lokalisieren, um sie – wie das zum Beispiel bei Billardkugeln möglich wäre, zu markieren und dann zu vertauschen. Hierin ähneln die Elementarteilchen dem Guthaben auf einem Girokonto: Überweisen sich zwei Personen gegenseitig den gleichen Geldbetrag, so lässt sich anhand des vorhandenen Guthabens der Zustand vor der Überweisung nicht von dem nach der Überweisung unterscheiden.
Das Vertauschen der Teilchen lässt sich mathematisch durch das Multiplizieren der Wellenfunktion mit einem Phasenfaktor beschreiben. Da sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Teilchen durch die Vertausuchung nicht ändert, ist dies eine Komplexe Zahl mit dem Betrag 1. Nach einer zweimaligen Vertauschung befinden sich die Teilchen wieder am gleichen Ort wie zuvor, die Wellenfunktion ist identisch mit der vor der Vertauschung. Daraus folgt, das der Betrag von Phi-Quadrat 1 und somit Phi entweder –1 oder 1 sein muss.
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Notiz:
Daraus ergibt sich, das es in unserer Welt zwei verschiedene Typen von Elementarteilchen gibt: Die mit einer Austauschphase von 1 nennt man Bosonen und ihre Wellenfunktion symmetrisch, die Teilchen mit antisymmetrischer Wellenfunktion bezeichnet man als Fermionen. Beispiele für Vertreter aus der Bosonenklasse sind Photonen und Mesonen, Fermionen sind zum Beispiel Elektronen, Protonen, Neutronen oder Quarks.
Mit der Symmetrieeigenschaft der Wellenfunktion geht ein bestimmtes Verhalten des Spins einher. Der Spin eines Teilchen kann sozusagen als dessen Eigendrehimpuls aufgefasst werden, der Teilchen empfindlich für sie umgebende Magnetfelder macht. Der Betrag dieses „Impulses“ ist aber nicht beliebig wählbar, sondern tritt nur gequantelt in Vielfachen von H-Quer auf. Dabei haben Teilchen mit symmetrischer Wellenfunktion ganzzahligen Spin, der von Teilchen mit antisymmetrischer Wellenfunktion ist halbzahlig.
Betrachtet man die Bahnen der eben erwähnten doppelten Vertauschung in der vierdimensionalen Raumzeit, so erkennt man, dass diese stetig in die Bahnen der trivialen Bewegung überführt werden können. Mit trivialer Bewegung ist hier das Liegenlassen der Teilchen gemeint und stetig überführen heißt, dass man die Bahnen ineinander umformen kann, ohne dass man dazu eine Zerschneiden müsste – sie sind also nicht miteinander verknotet.
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Notiz:
Beschränkt man den Bewegungsspielraum der Teilchen auf zwei Dimensionen, so verhält es sich anders: Hier sind Raumzeit-Bahnen möglich, die sich „verknoten“, die also nicht mehr topologisch äquivalent zur trivialen Bewegung sind. Dies bedeutet nun für das System, dass die Wellenfunktion der Teilchen nach der Vertauschung eine andere ist und nur noch die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten die gleichen sind – damit ist jede komplexe Austauschphase mit dem Betrag 1 möglich.
Die Wellenfunktionen dieser Teilchen, die Anfang der 1980-er Jahre von Frank Wilczek (wieder-)entdeckt bzw. öffentlich gemacht wurden, ist weder symmetrisch noch antisymmetrisch. Die Quasiteilchen, die also nur in zweidimensionalen Umgebungen auftreten können, haben eine beliebige Austauschphase und weder daher „Beliebigteilchen“ bzw. „Anyonen“ genannt. Je nach Phase unterscheidet man die verschiedenen Typen von Anyonen, die wiederum die gleichen charakteristischen physikalischen Eigenschaften haben – sie besitzen nicht halbzahligen Spin und zeigen sowohl bosonische als auch fermionische Eigenschaften: Pauli-Prinzip oder Kontaktwechselwirkung, je nach Austauschphase.
Was sind Anyonen also? Anyonen sind Quasiteilchen in zweidimensionalen Umgebungen, die eine fraktionelle Statistik aufweisen.
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Notiz:
Zu den charakteristischen Eigenschaften eines Anyons gehören unter anderem die magnetische und der elektrische Ladung. Beide können zum kodieren von Informationen bzw. Zuständen verwendet werden, wir wollen uns aber im Weiteren auf die magnetische Ladung, die auch magnetischer Fluss oder einfach nur Fluss genannt wird, konzentrieren.
Der magnetische Fluss g kennzeichnet den Zustand, in dem sich das Anyon befindet. Alle möglichen magnetischen Flüsse bilden zusammengenommen eine endliche Gruppe G und die Zustände sind Elemente eines Hilbertraums. Bei der Operation, die man auf die Elemente anwendet, handelt es sich um die vorhin schon erwähnte Vertauschung der Quasiteilchen.
Wenn man zwei Anyonen vertauscht, so wird der Fluss des Quasiteilchens, das sich auf der oberen Bahn bewegt, mit dem Fluss des unteren konjugiert, wobei das untere Teilchen unbeeinflusst bleibt. 
Die Konjugation ist nicht vom konkreten Weg abhängig, den die Teilchen beim Vertauschen nehmen, sondern nur von der topologischen Klasse – das bedeutet, dass alle Bahnen, die stetig ineinander überführt werden können, zum gleichen Ergebnis führen. Insbesondere bedeutet das aber aus, das eine Vertauschung gegen den Uhrzeigersinn eine andere Wirkung hat, als eine Vertauschung im Uhrzeigersinn.
Mathematisch schreiben wir diese Operationen, indem wir die einzelnen Fluss-Zustände mit einem Tensorprodukt verknüpfen und so den Gesamtzustand des betrachteten Systems darstellen.
Führt man nun eine Vertauschung in die eine Richtung und dann in die andere Richtung durch, so haben beide Anyonen wieder den Originalfluss. Vertauschen wir zweimal in die gleiche Richtung, so konjugieren sich die Flüsse der Anyonen gegenseitig und das System ist hochgradig verschränkt. Um mit dem Konjugationseffekt Berechnungen durchzuführen wäre eine Abfolge von Vertauschungen interessant, die ein Teilchen auch bezüglich des Ortes unbeeinflusst lässt aber das andere konjugiert. Solch eine Operation ist zwar nicht mit einzelnen Anyonen möglich, wohl aber mit Anyonenpärchen, die zusammen einen trivialen Fluss besitzen.
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Notiz:
„Gemeinsam trivialen Fluss besitzen“ bedeutet hier, dass ein Quasiteilchen, das beide Anyonen umkreist, keine Veränderung des Flusses erfährt. Dies hat nun auch den Vorteil, dass beim Einsatz von Anyonenpaaren mit trivialem Gesamtfluss Interaktionen mit dem übrigen System vermieden werden.
Betrachtet man nun ein Modell mit zwei Anyonenpaaren, die jeweils trivialen Fluss besitzen, so ist die gewünschte Operation mit vier Vertauschungen realisierbar.
Wenn man grundsätzlich nur Anyonenpaare mit trivialem Fluss betrachtet, so kann man sich unnötige Schreibarbeit ersparen, indem man grundsätzlich nur das linke Element aufführt.
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Notiz:
Die Flussänderung der Anyonen ist nicht vom konkreten Weg abhängig – das führt zu einer hohen Fehlertoleranz eines toplogischen Quantencomputers.
Wenn während der Konjugation eine Störung zum Beispiel durch einen Quantensprung auftritt, so verändert sich unter Umständen die Bahn eines Anyons – der magnetische Fluss wird aber trotzdem noch genauso Konjugiert. Erst wenn die Störung so groß ist, dass die Bahn in eine andere Topologieklasse fällt, treten Fehler bei der Berechnung auf.





������ ���	�
�����

�������
����	������  

����������
��������

:�
����;�����'�����������������<�$=〉, $)〉, $5〉, ..., $'�)〉 }
��������

0���������
���>������������

� ?������
�����'����������?���������
��������
� 

� �/��∈ ?/�����≠ ���

� '����������3@���	�,�� �	���	(�

� $�〉 (�$�
���
〉

;��������

� ?�(�"
�

� '��(�5�⇒ �%�(�A'�������/�B1;1���(��)�5 ��C�D 

� #�������(��C�D�E 

� $=〉 (�$������〉 (�$�〉 (�$��C�D�E �〉
� $)〉 (�$������〉 = $�����〉 = $��D�C�E �〉

Notiz:
Nun wollen wir uns den Hilbertraum, in dem sich die durch den Fluss charakterisierten Zustände der Anyonen befinden, einmal genauer ansehen. Wie ist dieser aufgebaut?
Um im Hilbertraum Berechnungen durchführen zu können, benötigen wir eine Basis orthogonaler Zustände. Dadurch, dass die Zustände unserer Rechenbasis zueinander senkrecht stehen, können wir sie zum Beispiel bei physikalischen Messungen des Flusses von Anyonen perfekt voneinander unterscheiden.
Zur mathematischen Modellierung des Hilbertraumes und der Flusskonfonjugationen greifen wir auf eine beliebige nicht-abelsche, einfache und perfekte Gruppe zurück. Nicht-Abelsch bedeutet, dass in dieser Gruppe das Kommutativgesetz nicht gilt, d.h. wir können zur Modellierung zum Beispiel schon mal nicht Zdc verwenden, da die Restklassenkörper über den Ganzen Zahlen bezüglich der Addition abelsch sind. Einfach wird eine Gruppe dann genannt, wenn sie außer sich selbst und der trivialen Untergruppe keine anderen normalen Untergruppen enthält. Normal ist eine Untergruppe, wenn ich jedes Element der Untergruppe mit einem beliebigen Element der Obergruppe konjugieren kann und trotzdem die Untergruppe nicht verlasse. Perfekt ist die Gruppe, wenn sie gleich Ihrer Kommutatorgruppe ist, Jedes Element also als aba-1b-1 dargestellt werden kann (dies impliziert die Nicht-Kommutativität, denn die triviale Gruppe ist die einzige abelsche perfekte Gruppe)
Aus dieser Gruppe wählt man sich nun zwei nicht kommutierende Elemente a und b und definiert dann über die Konjugation von b mit einer Potenz von a die Basis des Hilbertraumes. Mit der Wahl von a lege ich auch gleichzeitig die Dimension unserer Rechenbasis fest.
Als Beispiel kann man die Gruppe A5 heranziehen, die kleinste Gruppe, die unsere Anforderungen erfüllt. Sie enthält 60 Elemente und beschreibt die Menge der Geraden Permutationen auf fünf Elementen. Eine Permutation sei an den Grafiken dieser Figur hier erläutert.
Wenn wir nun ein Qubit-System, also ein System mit den Zuständen |0> und |1> aufbauen wolle´n, dann müssen wir uns als a ein Element wählen, das Quadriert wieder die Identität ergibt. Nach den Sylow-Sätzen aus der Algebra ist es in jeder nicht-abelschen Gruppe möglich, ein solches Element zu finden. Hier können wir eine beliebige zyklische Vertauschung von zweimal zwei Elementen nehmen. Als b definiert man nun dazu eine Permutation, die nicht mit a kommutiert und mit diesen beiden Abbildungen haben wir ein Modell für unseren Hilbertraum festgelegt.
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Notiz:
Mit dem Fluss der Anyonen, den wir ja jetzt in einem mathematischen Modell beschreiben können, kann man zwei reversible Grundoperationen durchführen. Zum einen eine Phasenverschiebung, mit dem man den Zustand gewissermaßen „drehen“ kann und zum anderen eine Verschiebe-Operation, die einen Basiszustand im Hilbertraum in den jeweils nächsten (modulo d) transformiert.
Beide Operatoren sind reversibel, was eine Grundvoraussetzung für den Einsatz in Quantencomputern ist. Mit Z können Überlagerungszustände erzeugt werden, die die Ausführung von Quantenalgorithmen ermöglichen. Beide Operatoren stehen zueinander in einem einfachen Verhältnis.
Genügen diese beiden Operatoren, um einen universellen Quantencomputer zu bauen? Fast aber nicht ganz. Zusätzlich muss auch noch die Anwendung eines Toffoli.
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Notiz:
Der Toffoli wir dabei auf eine Menge von drei Qudits angewandt, wobei er die ersten beiden unverändert lässt und nur das dritte mit Hilfe der beiden anderen Eingangsparameter verändert. Um zu Überprüfen, ob der Toffoli in unseren Anyonen-Modell berechenbar ist, kommt uns die Tatsache zu Hilfe, dass der Fluss eines Anyons nicht nur mit dem eines anderen Anyons konjugiert werden kann, sondern gleich mit dem Produkt mehrerer Flüsse, sprich einer Funktion. Denn jede beliebige Funktion von G hoch n nach n kann, wenn G eine einfache und perfekte Gruppe ist, als Produkt von Eingangswerten hi, deren Inverse und Konstanten aus der Gruppe dargestellt werden. Somit lassen sich auch die Berechnungen ausführen, die man für das Toffoli-Gatter benötigt, in dem vorhin erwähnten Beispiel A5 sind es neun Vertauschungsoperationen, die man dazu benötigt.
Die anderen beiden Grundoperationen sind das nicht-destruktive Messen von Z und X. Nicht zerstörend bedeutet dabei, dass nach der Messung die beteiligten Anyonen noch vorhanden sind. Messung bedeutet im Prinzip die Anwendung des Operators auf zwei Qudits, physikalisch misst man den Fluss des Anyons bezüglich den Eigenzuständen der zu messenden Funktion, also X oder Z. Dabei steuert das eine Qudit die Manipulation des anderen, hier als Beispiel im einem Qubit-System dargestellt. Je nach Wert des unteren Eingabewertes wird dabei nach der Messung oben der positive oder der negative Zustand eingenommen, wobei beide Zustände orthogonal und damit perfekt voneinander zu unterscheiden sind.
Praktisch wird die Messung zum Beispiel mit einem Mach-Zehnder-Interferometer durchgeführt: Ein Anyon mit dem zu messenden magnetischen Fluss befindet sich im Zentrum des Aufbaus und ein vorher kalibriertes Anyon mit bestimmter elektrischer Ladung wird am magnetischen Fluss gestreut und nimmt dann – übertragen gesprochen – je nach Fluss einen anderen Weg durch den Aufbau.
Die Messungen von X und Z sind aber leider nicht hundertprozentig zuverlässig, sondern liefern nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit das korrekte Ergebnis. Daher muss man sie auf eine große Anzahl von Anyonen anwenden – wobei man nach den Gesetzen der Quantenmechanik zustände nicht 1:1 kopieren kann. Es ist jedoch möglich – und hier möchte ich für weitere Details wieder auf die Ausarbeitung verweisen – den magnetischen Fluss eines Anyons so zu vervielfältigen, dass bei einer Messung der „Kopie“ das gleiche Ergebnis wie bei einer Messung des Originals herauskommt – für unsere Zwecke ist dies ausreichend.
Nachdem wir uns nun überlegt haben, dass theoretisch mit einem Quantencomputer, der mit der topologischen Konjugation des magnetischen Flusses von Anyonen arbeitet, jede Funktion berechenbar ist, wollen wir noch einen Blick auf die Realität werfen: Wo gibt es Anyonen bzw. wo könnte es überhaupt Anyonen geben?
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Notiz:
Anyonen sind nur in zweidimensionalen Umgebungen möglich. Solche Umgebungen gibt es zum Beispiel an der Grenzschicht zwischen zwei Halbleitern wie Gallium-Arsenit und Gallium-Alluminium-Arsenit – An dieser Grenzschicht werden die Elektronen sozusagen eingesperrt und können sich nur noch in der Ebene bewegen. Es entsteht ein so genanntes Zweidimensionales Elektronengas – kurz 2DEG. Hier sind Effekte zu beobachten, die nur auf die Zweidimensionalität der Umgebung zurückzuführen sind, zum Beispiel der hier gezeigte überproportionale Einbruch im Leitungsband. Trotz intensiver Suche konnten in 2DEG noch keine Anyonen nachgewiesen werden, ein fraktioneller Quanten-Hall-Effekt aber schon. Dies wird durch sogenannte „Composite Fermions“ erklärt, echte Teilchen, die durch ein Magnetfeld in einer Bewegungsrichtung eingeschränkt sind und gebrochenzahlige Ladungen besitzen können. Für die Entdeckung dieser besonderen Elementarteilchen erhielt Robert B. Laughlin 1998 zusammen mit Frank Wilsczek, der die Anyonentheorie entwickelte und L. Störmer den Nobelpreis.
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Notiz:
Erinnern wir uns an den Anfang des Vortrags, als wir die Möglichkeit der Existenz von Anyonen gezeigt haben. Dabei haben wir uns darauf berufen, dass es Bahnen gibt, die nicht ineinander überführbar sind, zwischen denen also keine stetige Abbildung existiert. Aus Sicht des einen Anyons stellt das andere wegen des Pauli-Prinzips, dass sich keine zwei Elementarteilchen am gleichen Ort befinden dürfen, sozusagen einen verbotenen Bereich dar. Da der Raum nur zweidimensional ist, kann man Bahnen, die rechts um das hier schwarz dargestellte Anyon herumführen, nicht stetig, also ohne „Aufschneiden und wieder zusammenkleben“, in die Bahnen links um das Quasiteilchen überführen. Solch einen Raum, in dem verschiedene Bahnen in unterschiedlichen Homotopieklassen möglich sind, nennt man „topologisch nichttrivial“.
Im Dreidimensionalen jedoch stellt das zweite Teilchen für die stetige Überführung der Bahnen kein Hindernis da, so dass alle Bahnen zueinander homotop sind. Damit wird der Raum topologisch trivial und es sind – wie wir zu Beginn gesehen haben – nur noch Bosonen und Fermionen möglich.
In einem Experiment, dass Yakir Aharonov und David Bohm 1959 durchgeführt haben, durchzieht ein lokales Magnetfeld einer Säule gleich den Raum – man kann dies in Gewissem Sinne als unendlich langes Loch ansehen. Dadurch sind die Wege links und recht um die Flussröhre herum zueinander nicht mehr homotop und der Raum wird nichttrivial. Elektronen, die jetzt diese Röhre umkreisen, verhalten sich dadurch ähnlich wie Anyonen, wobei der „Typ“ des Anyons durch die Stärke des Magnetfeldes beeinflusst werden kann.
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