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1. Einleitung

1. Einleitung

Diese Arbeit beschiiftigt sich mit Anyonen! und ihrer moglichen Verwendung in der
Quanteninformatik. Es wird zunéchst eine kurze physikalische Einfithrung zu Anyonen
gegeben, um dann ihre spezifischen topologischen Eigenschaften zu beleuchten. Danach
werden Moglichkeiten der Anwendung dieser Eigenschaften fiir quanteninformatische Be-
rechnungen betrachtet, woran sich einige Uberlegungen zur konkreten Implementierung
eines Anyonen-gestiitzten Quanten-Computers anschlieffen. Erliuterungen zur verwen-
deten Mathematik finden sich am Ende der Arbeit.

2. Was ist ein Anyon?

»(..) Die Elementarteilchen [sind] nach ihrem statistischen Verhalten in zwei Klassen
[gruppiert]: [Bosonen und Fermionen]“ [PHYS00] liest man in der Literatur, wenn man
sich iiber die kleinsten nachgewiesenen Bausteine der Natur informiert. Dies ist so auch
nicht falsch, wenn man nur den uns umgebenen, dreidimensionalen Raum betrachtet. Be-
trachtet man nun Teilchen in zweidimensionalen Umgebungen, so bleibt iiberraschender-
weise die Zahl der moglichen Teilchenklassen nicht gleich, sondern die ,,Diskretisierung*
in zwei Klassen wird sozusagen aufgehoben: Es sind viele neue Quasiteilchen? moglich,
die sowohl bosonische als auch fermionische Eigenschaften zeigen und alle unter dem
Namen Anyonen zusammengefasst werden [GAM99].

2.1. Fermionen und Bosonen

Elementarteilchen sind so winzig, dass sich ihre Welt nur schwer mit dem uns Bekannten
vergleichen lésst. Die Teilchen darf man sich nicht einfach als eindeutig unterscheidba-
re Billardkugeln vorstellen, die sich an einem genau bestimmbaren Ort befinden und
einen exakt messbaren Impuls besitzen. Sie gehorchen vielmehr den Gesetzen der Quan-
tenmechanik; die Heisenbergsche Unschirferelation® verbietet so die konkrete Messung
beider physikalischen Groflen. Anstelle einer exakten Orts- oder Wegangabe kann man
nur Wahrscheinlichkeitswerte fiir den Aufenthalt eines Teilchens an einem bestimmten
Ort (SCHRODINGERS Modell [GAM99]) bzw auf einem bestimmten Weg (Elementarteil-
chenmodell von FEYNMAN [GAM99]) nennen. Je nach Versuchsaufbau verhalten sich

'Der in dieser Arbeit verwendete Begriff Anyon (im Plural Anyonen) entspricht dem in der englisch-
sprachigen Fachliteratur verwendeten anyon (,Beliebigteilchen*). Vor einer Verwechslung mit den
aus der Chemie bekannten Anionen (negativ geladenen Ionen) sei gewarnt, da es sich hierbei um
vollig verschiedene Teilchenarten handelt.

2Sich wie freie Teilchen verhaltende Elementaranregungen von Vielteilchensystemen. Im Gegensatz
zu den Elementarteilchen kénnen Quasiteilchen nicht als freie Teilchen existieren, da sie durch die
Wechselwirkungen des sie erzeugenden Systems definiert werden [PHYS00].

3HEISENBERG hat 1927 erkannt, dass sémtliche Messungen der Gleichung Az * Av ~ h (Heisenbergsches
Wirkungsquantum h = 1,054 % 1073* = const) gehorchen miissen. Dies bedeutet, dass die exakte
Bestimmung des Aufenthaltortes eines Objekts einen Fehler beim Messen seiner Geschwindigkeit
hervorruft und umgekehrt. & ist dabei so klein, dass diese Ungenauigkeit im téglichen Leben, zum
Beispiel bei Radarmessungen, keine Rolle spielt. In den Gréflenordnungen, die wir hier betrachten,
hat diese Gleichung jedoch teilweise schwer wiegende Konsequenzen.



2. Was ist ein Anyon?

Elementarteilchen nicht wie Teilchen, sondern wie Wellen: Sie kénnen miteinander in-
terferieren und sich gegenseitig verstéirken bzw ausloschen. Daher werden einzelne Ele-
mentarteilchen und Systeme aus mehreren Elementarteilchen durch Wellenfunktionen
beschrieben.

Mit dem so genannten Welle-Teilchen-Dualismus geht die Figenschaft der Un-
unterscheidbarkeit klassischer quantenmechanischer Teilchen einher: wihrend man zwei
vOllig gleiche Billardkugeln mit einer Farbmarkierung versehen kann und sich so nach
einer Vertauschung diese Kugeln in einem anderen Zustand als zuvor befinden, fithrt die
Vertauschung von Elementarteilchen zu keiner messbaren Zustandséinderung? (¥ (x,y) =
+W(y,x)). Dies bedeutet, dass sich die Wahrscheinlichkeit, die Teilchen bei einer Mes-
sung an bestimmten Orten anzutreffen, nicht verdndert hat. Da diese Aufenthalts- Wahrscheinlichkeit
p(z) der Teilchen an Position z mit dem Betragsquadrat der zugeordneten Wellenfunk-
tion ¥ ermittelt wird (also p(z) = |¥(x)|?), darf man zum ununterscheidbaren Teilchen-
tausch (bei der die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir jeden beliebigen Punkt z( gleich
bleibt) die Wellenfunktion nur mit einem Phasenfaktor ¢ € C, multiplizieren, dessen

Betrag 1 ist (denn |Wpeyu(x0)| = [Yai(zo) * ¢ = |Wat(z0)]). Da sich nach einem erneuten
Austausch die beiden Teilchen wieder an der urspriinglichen Position befinden, muss gel-
ten: |p|? = 1. Fiir den Faktor ¢, den man auch Austauschphase nennt, kommen also nur
wp = 1 oder o = —1 in Betracht. Im ersten Fall nennt man die zugehorige Wellenfunk-
tion symmetrisch (¥(x,y) = ¥(y,z)) und bezeichnet die zugehorigen Elementarpartikel
als Bosonen®, die Elemente, deren Austauschphase —1 betriigt, werden Fermionen ge-
nannt® und ihre Wellenfunktionen als antisymmetrisch (¥(x,y) = —¥(y, x)) bezeichnet.

Die Symmetrie der Wellenfunktion eines Elementarteilchens hat einen direkten
Einfluss auf dessen Spin-Eigenschaften. Der Spin, den man sich vereinfacht als Eigen-
drehimpuls eines Teilchens vorstellen kann, macht dieses empfindlich fiir Magnetfelder.
Der Betrag des Spins ist dabei immer ein Vielfaches des Wirkungsquantums £, bei Bo-
sonen ganzzahlig (0,1,2,...), bei Fermionen ,halbzahlig“ (%, %, ce)e

2.2. Anyonen

Vertauscht man, wie im letzten Abschnitt diskutiert, Elementarteilchen im Raum zwei-
mal miteinander, so ist der Zustand nach diesem Prozess derselbe wie davor, die Wellen-
funktion nimmt also wieder ihre urspriingliche Form an. Dies steht in einem Zusammen-
hang mit den topologischen Eigenschaften der zugehorigen Raumzeitbahnen: Betrachtet
man die Bahnen der Teilchen in Raum und Zeit, so sind diese immer ,,unverknotet“, man
kann sie in die triviale Bewegung (also das ,,Liegenlassen*) iiberfithren. Besitzt der Raum
nur eine z- und eine y-Komponente und fithrt man in der Ebene zweimal hintereinan-
der den gleichen Vertauschungsvorgang aus, so ,,verknoten“ sich die Teilchen-Bahnen in
der Raumzeit. Damit ist der Weg der Teilchen nicht mehr topologisch dquivalent zum

“Hierin #hneln Bosonen und Fermionen dem Guthaben auf einem Girokonto: Uberweisen sich zwei
Personen gegenseitig den gleichen Geldbetrag, so ldsst sich anhand des vorhandenen Guthabens der
Zustand vor der Uberweisung nicht von dem nach der Uberweisung unterscheiden.

5Vertreter der Bosonenklasse sind zum Beispiel Photonen und Mesonen.

S Fermionen sind zum Beispiel Elektronen, Protonen, Neutronen, Neutrinos und Quarks.
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Weg bei trivialer Vertauschung und die Wellenfunktion der Teilchen darf unterschied-
lich zur Funktion vor der Vertauschung sein (vgl Abb 1). Fiir die Austauschphase ¢
kommt jede komplexe Zahl ¢ mit |p|> = 1 in Betracht. Da jede dieser Phasen einen
anderen Teilchentyp beschreibt, gibt es in zweidimensionalen Umgebungen — zumindest
theoretisch — tiberabzihlbar unendlich viele verschiedene Teilchenarten, die Anyonen.
Entdeckt bzw publik gemacht wurden die Anyonen Anfang der 1980-er Jahre am In-
stitute for Advanced Study, Princeton von Frank Wilczek. Diese von ihm benannten
Quasiteilchen kénnen einen nicht-halbzahligen Spin besitzen (zB %h) und zeigen zudem
iiberraschende Zwitter-Eigenschaften: Zum einen gehorchen sie dem von den Fermionen
bekannten Pauli-Prinzip”, zum anderen lassen sich auch fiir Bosonen typische Kontakt-
Wechselwirkungen® beobachten (vgl [GAM99]). Je nachdem, ob sich die Austauschphase
eines Anyons niher bei —1 oder 41 befindet, tritt der eine oder der andere Effekt stéirker
auf. Fermionen und Bosonen sind demnach lediglich extreme Ausprigungen von Anyo-
nen, die aber —im Gegensatz zu den iibrigen Anyonentypen — auch im dreidimensionalen

Raum existieren konnen?.

"Zwei Fermionen diirfen sich nicht gleichzeitig in einem identischen Quanten-Zustand befinden, also
die gleiche Energie, den gleichen Spin usw. besitzen. Diese Regel wurde nach WOLFGANG PAULI
(1900-1958) benannt.

8Diese Kraft tritt bei Bosonen nur auf, sofern sich die Teilchen beriihren und bewirkt deren Anh&ufung
in gleichen Zusténden. Sie tritt also sozusagen den Kriften des Pauli-Prinzips entgegen. Bei Anyonen
lassen sich die Kontakt-Wechselwirkungen (im Gegensatz zu Bosonen) aber auch noch in extrem
kleinen Abstédnden € > 0 beobachten (siehe [GAM99]).

9Sonst kénnten wir uns hier nicht mit dieser Thematik auseinandersetzen, unser Universum wiirde in
der uns bekannten Form nicht existieren...



2. Was ist ein Anyon?

Abb 1: Doppelter Platztausch zweier Teilchen (a) im Vergleich zur trivialen Bewegung (b). Da
sich die Raumzeit hier auf drei Dimensionen beschrinkt, verknoten sich in (a) die Bahnen der
Teilchen unweigerlich (Bild aus [GAM99]).
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3. Topologisch-Mathematische Eigenschaften von Anyonen

Zu den charakteristischen Eigenschaften eines Anyons gehort neben der elektrischen
Ladung'® seine magnetische Ladung, die auch als magnetischer Fluss bezeichnet wird.
Jedem Anyonentyp ldsst sich ein bestimmter magnetischer Fluss g € G zuordnen, wobei
G, die Menge aller moglichen Fluss-Zustéande, eine endliche Gruppe bildet (Der Zustand
eines Anyons kann somit als Element |g) eines Hilbertraumes betrachtet werden). Die
Operation, die auf die Elemente dieser Gruppe angewendet werden koénnen, ist dabei die
Konjugation des magnetischen Flusses in Form der im letzten Abschnitt besprochenen

Vertauschungen'!!.

3.1. Konjugation von Anyonen durch Vertauschung

Vertauscht man die Position zweier Anyonen in einem zweidimensionalen System, so
bewirken Wechselwirkungen zwischen diesen, dass der magnetische Fluss des einen Teil-
chens den des anderen beeinflusst. Dabei ist es unerheblich, ob sich die Teilchen jeweils
auf der kiirzesten oder auf einer anderen, zu dieser topologisch dquivalenten (also durch
stetige Verformung auf die kiirzeste abbildbaren) Bahn bewegen. Entscheidend fiir das
Wirkung der Vertauschung auf den magnetischen Fluss der Teilchen ist lediglich die
Richtung des Austauschs, also die Vertauschung im oder gegen den Uhrzeigersinn (siehe
Abb 2). Vereinfacht ldsst sich sagen: Das Element, welches sich im Vertauschungsprozess
auf der unteren Bahn bewegt, behilt seinen Fluss bei, wihrend der Fluss des Elements
auf der oberen Bahn mit dem Fluss des unteren konjugiert wird. Vertauschen wir zwei
Anyonen in den Zustidnden |h) und |g) gegen den Uhrzeigersinn miteinander (bzw ver-
schieben wir das rechte Anyon mit dem Fluss |g) iiber das linke hinweg, vgl Abb 3), so
erhalten wir den Zustand |hgh™!) ® |h)1%:

[h) ®|g) — [hgh™") @ |h) (1)

Das rechte Anyon (das sich nach der Vertauschung natiirlich links befindet) wird also mit
dem Fluss des linken konjugiert. Analog fithrt eine Vertauschung in die Gegenrichtung
zu der Konjugation des Anyons mit dem Fluss |h) mit dem Inversen des Flusses |g), also

h) @ 1g) — |g) ® g~ " hg) (2)

Vertauscht man zuerst die Teilchen nach der Regel (1) und konjugiert dann nach Re-

10Dje elektrische Ladung spielt in der Quanteninformatik zum Beispiel bei so genannten Dyonen eine
Rolle, wird im Rahmen dieser Arbeit aber nicht weiter betrachtet.

UDer Einfachheit halber wird in dieser Arbeit teilweise verkiirzend von der “Konjugation der Anyonen*
gesprochen, gemeint ist aber immer die Konjugation des magnetischen Flusses bzw dessen Vetreter
g€ q).

2Die Schreibweise |g) ® |h) bedeutet, dass wir zwei Anyonen mit dem Fluss g und h betrachten, wobei
sich das Teilchen mit dem Fluss g links vom Teilchen mit dem Fluss h befindet.
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Abb 2: Austausch zweier Anyonen gegen den Uhrzeigersinn (a) und im Uhrzeigersinn (b) (Dar-
gestellt ist jeweils der Zustand vor, wihrend und nach der Vertauschung). Der magnetische Fluss
des Anyons mit der oberen Bahn verdndert sich jeweils.

@O @ o O

.
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Abb 3: Die Bahnen der Anyonen in (a) sind zu denen in (b) homotop und daher lassen sie sich
in thren Auswirkungen auf den magnetischen Fluss der Quasiteilchen nicht unterscheiden.

gel (2) bzw wendet man zuerst die Regel (2) und dann die Regel (1) an, so erhilt man
erwartungsgeméfl wieder den Originalzustand:

hy@lg) — |hgh )@ |h) — |h)@|h~hgh™'h) = |h)®]g)
hy@lg) — lg)@lgthg) — lgg'hg gy @1g) = |h)@]g)

Eine zweifache Anwendung von (1) bzw (2) fiihrt zu einer hohen Korrelation des Systems,
der Fluss jedes Teilchens ist vom urspriinglichen Fluss des anderen beeinflusst:

hy®|g) — |hgh Y @|h) — |hghg 'h™') @ |hgh™?)

B g n 4
W) @lg) — lg) @9 thg) — |9 hg) @ |9~ h~ghg) 4

Fiir die quanteninformatische Nutzung, also die Anwendung des topologischen Effekts
zur Berechnung von Funktionen, wére eine Folge von Vertauschungen interessant, die den
Fluss des einen Teilchens mit dem Fluss des anderen konjugiert und das konjugierende
Teilchen invariant lisst (vgl Konjugation (1)), dabei aber die Position der Teilchen nicht
verdndert. Des weiteren mochte man Interaktionen mit dem {ibrigen System moglichst
vermeiden. Erreicht werden kann dieses Ziel, indem man nicht einzelne Anyonen mit dem
Fluss |g) betrachtet, sondern Anyonenpaare im Zustand |g) ® |¢g~!), die global betrachtet
einen trivialen Fluss besitzen (Eine Umkreisung eines solchen Anyonenpaares hat also
keine Auswirkungen auf das umkreisende Quasiteilchen). Eine vierfache Vertauschung
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einzelner Anyonen im Uhrzeigersinn in einem System aus zwei Anyonenpaaren fithrt nun
zum gewiinschten Ergebnis:

h) © [ @ ) ® lg7h
X
— by ® g9 @ |lg7'hlg) ® g7
X
— b ® 9 ©@ ¢ © | (5)
X
— b © lg9 © | @ |hgthTh

X
— by ® [P7Y) ® |hgh™Y)  ® |hgT'hTY)

Betrachtet man grundsétzlich nur Anyonenpaare mit trivialen Gesamtfluss, so kann man
zu einer vereinfachten Notation iibergehen, die jeweils nur das linke Element des Paares
auffithrt, was die Berechnung (5) verkiirzt zu:

|h) ®|g) — |h) @ [hgh™") (6)

Eine Alternative stellt das ,,Durchschieben® eines Anyonenpaars durch ein anderes dar
(siehe Abb 4):
h) ®1g) — |h) ® |h™"gh) (7)

Die Betrachtung von Anyonen-Paaren anstelle einzelner Quasiteilchen hat zudem den

g'hg

O e O
T

O @

h-1 g—] th

1

©® || @0

Abb 4: Fin Anyonen-Paar mit trivialem Fluss (links) wird durch ein anderes geschoben und so
der Fluss des ersten Paares konjugiert. Das ,dufere” Paar imZustand |g) ® |g~*) bleibt dabei
unverdndert.

Vorteil, dass das gesamte Paar eine Ladung besitzen kann, auch wenn die einzelnen
Elemente selbst keine Ladung tragen. Diese Ladung kann experimentell (zB mit einem
Mach-Zehnder-Inerferometer) gemessen werden und diese Messung wird versetzen uns
in die Lage, Anyonen in Superpositions-Zustinden zu erzeugen (vgl Abschnitt 5.1) —
eine grundlegende Voraussetzung fiir den Einsatz von Anyonen in Quantencomputern,
um hochgradig parallele Berechnungen zu erméglichen (siehe auch [PRES98]).

3.2. Fehlertoleranz der topolgischen Aktionen

Wie wir festgestellt haben, ist die Fluss-Konjugation der Anyonen nicht vom konkre-
ten Weg abhéngig, den das Anyon bei der Vertauschung nimmt, sondern lediglich von
der Richtung bzw der H&ufigkeit, mit der ein Anyon das andere umkreist (also von
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der Homotopieklasse der Anyonen-Bahnen, vgl Abb 5). Dies bedeutet, dass das Sys-
(a)
@ @

Abb 5: Die Bahnen (a), (b) und (c) kénnen stetig ineinander iberfihrt werden, sie sind zueinan-
der topologisch dquivalent® (und fithren so zum gleichen Konjugations-Ergebnis), (d) hingegen
nicht.

tem gegeniiber kleinen, lokalen Storungen des Vertauschungsprozesses tolerant ist (die
meisten Storungen, die natiirlich auftreten, sind lokal, da sie durch Wechselwirkungen
der Informationstriger mit ihrer direkten Umwelt, zB durch einen Quantensprung oder
Vakuum-Erzeugung, hervorgerufen werden).

10
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4. Rechnen mit Anyonen

Nachdem wir uns in den vorausgegangenen Abschnitten mit der Frage beschiiftigt ha-
ben, was Anyonen sind und welche Effekte beim Verschieben von Anyonen auftreten,
wollen wir uns nun iiberlegen, ob die topologischen Eigenschaften alleine geniigen, einen
universellen Quantencomputer'® zu bauen.

4.1. Manipulation von Anyonen-Zustanden

Der magnetische Fluss von Anyonen kann nicht nur die von Qubits her bekannten zwei
Basiszusténde |0) und |1) représentieren, sondern vielmehr jeden von d verschiedenen
Zusténden, soweit d ein Primzahl ist. Die Basis des Hilbertraumes, in dem wir dann
unsere Berechnungen durchfiihren, ist gegeben durch {|0),]1),]2),...,|d — 1)} Wie die-
se mit der im vorigen Abschnitt erwihnten Gruppe G in Verbindung stehen, wird im
Rahmen von Gleichung 18 erldutert). Anyonen mit deren Fluss-Eigenschaften mit dieser
Basis beschrieben werden, heiflen Qudits und lassen sich mit den Operationen Z und X
manipulieren:

Zliy =Wy (i=0,...,d—1) (8)
X|iy=]i+1) (i=0,...,d—1) (9)

w stellt dabei eine nicht-triviale, primitive d-te Einheitswurzel dar und die Addition in
Gleichung (9) wird modulo d durchgefithrt. Man kann Z als Phasenverschiebung des
Zustandes im Hilbertraum betrachten und X als Schift-Funktion,', die ein Element
aus der geordneten Basis des Raumes (also einem nicht iiberlagerten Zustand) in das
néchste Element der Basis transformiert. Die Wirkung durch die Operatoren ist also
beziiglich einer Rechenbasis gegeben und kann linear fortgesetzt werden. X und Z fast
vertauschbar, es gilt ndmlich ZX = X Zw.

Schreibt man nun einen beliebigen Zustand |u) in Koordinatenform, also als

Vektor zu der gegebenen Basis!®, so lassen sich die beiden Operationen als Matrix-
Multiplikation beschreiben:
1 0 0
0 w . 0
A R (10)
0 0 w1

13 Also einen Quantencomputer, der jede berechenbare Funktion auch berechnen kann.

MDas Wort schiften hat aus der Seemannssprache Einzug in die Informatik gefunden und bedeutet
urspriinglich die Ladung umschichten, verlagern, verschieben.

'®Ist zB die Basis als {|0),[1)} gewihlt, so wiirde der Zustand |0) + |1) als Vektor (}) und der Zustand

1
27|0) — 13|1) als ( *],) dargestellt.

11
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00 ...0 1
10 ...00

Xfuy=]0 1 00 u) (11)
00 ... 10

Betrachtet man den Hilbertraum der Qubits, also d = 2 mit Basis {|0),|1)}, so ergibt

sich!6:
1 0
2= () 2

X = (2 01> (13)

Betrachtet man die Eigenvektoren von Z, so stellt man fest, dass diese mit den oben

gewéhlten Basisvektoren |i) tibereinstimmen. Die Eigenvektoren |i) von X, die als Menge
wiederum eine Basis des betrachteten Hilbertraumes bilden, sind

d—1

T\ L w_ij .
i) = \/E; 1) (14)

Daraus folgt die Wirkung der Operatoren Z und X als

Z[i)y =i —1) (15)
X[i) = wili) (16)
wobei i = 0,...,d—1 gilt und die Subtraktion wieder modulo d zu verstehen ist. Auf [z)

wirkt also nun Z als Schiebe- und X als Phasenoperator.

4.2. Universelle Quanten-Gatter

Ein universell einsetzbare Quantencomputer kann nach [MOCHO03] alleine aus folgenden
Grundoperationen zusammengesetzt werden:

1. Nicht-Destruktives Messen von 7
2. Nicht-Destruktives Messen von X
3. Anwendung des Toffoli auf je drei Qudits

Der Toffoli T ist definert als T'(|l,m,n)) = |l,m,lm + n), nicht-destruktiv bedeutet in
diesem Zusammenhang, dass durch die Messung keine Anyonen zerstort werden.

Mit Messen eines Operators ist hierbei deren Anwendung auf zwei Qudits gemeint.
Physikalisch wird dazu eine Messung zu einer Basis aus Eigenvektoren des entsprechen-
den Operators durchgefiihrt, zB eine Phasenmessung (vgl Abschnitt 5.1). Ein Qudit, das

16X ist in diesem Spezialfall als Spiegelung zu verstehen.

12
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wir zum Beginn der Messung in einen definierten Zustand bringen, wird dabei durch
den Messprozess verindert, das andere Qudit wird zum Kontrollieren bzw Steuern der
Messung verwendet, dh es beeinflusst das Messergebnis, ohne selbst beeinflusst zu wer-
den. So ergibt im Qubit-Fall die Messung von Z bzgl des iiberlagerten Zustands |0) +|1)
bei einem Steuer-Qubit im Zustand |0) keine Verdnderung der Eingangswerte, bei der
Kontrolle durch |1) hingegen erhalten wir den Zustand |0) — |1), vgl Abb 6:

[A) @ (|0) + 1)) — [A) @ (|0) + A1) (17)
|0TF |10 |0 110
10 7 10

Abb 6: Messen des Operators Z: Das obere Qubit wird verdndert, da das untere sich im Zustand
|1) befindet. Das Kontroll-Qubit in einem Eigenzustand der Funktion (unten) wird durch den
Messprozess nicht verdndert.

Der Zustand |0) — |1) ist zu |0) +|1) orthogonal und daher perfekt von diesem un-
terscheidbar. Befindet sich das Steuer-Qubit in einem Uberlagerungszustand a|0) 4 b|1),
so detektieren wir mit der Wahrscheinlichkeit |a|? einen |0)-Zustand als Steuereingabe
und mit der Wahrscheinlichkeit |52 den |1)-Zustand.

4.2.1. Voraussetzungen fiir einen Anyonen-Rechner

Um eine die oben gegebene Menge von universellen Grundoperationen technisch zu rea-
lisieren, miissen nach [MOCHO03] folgende Voraussetzungen erfiillt sein:

1. Zwei Anyonen konnen vertauscht werden, um die Konjugation des magnetischen
Flusses der Anyonen, wie in Abschnitt 3.1 beschrieben, zu ermoglichen.

2. Man kann ein Teilchenpaar verschmelzen und danach feststellen, ob ein Rest-
Teilchen iibrig ist oder ob die Teilchen sich gegenseitig ausgeloscht haben.

3. Es lassen sich neue Teilchenpaare erzeugen, die zusammen trivialen Fluss besitzen.

4. Fiir jedes Element g einer Gruppe G lassen sich Teilchenpaare |g) ®|g~1) erzeugen,
wobei die elektrischen Ladungen der Teilchen sich gegenseitig aufheben.

Die Gruppe G, die den magnetischen Fluss der Anyonen modelliert, sei dabei einfach
und perfekt!'”. Um eine Basis fiir den Hilbertraum zu definieren, in dem wir mit Hilfe
des magnetischen Flusses von Anyonen Berechnungen durchfithren wollen, wihlen wir
zwei nicht-kommutierende Elemente a und b aus G. Die Dimension des Hilbertraums

YTm Prinzip lassen sich alle hier durchgefiihrten Uberlegungen auch allgemein auf beliebige nicht
auflosbare Gruppen ausdehnen, der Leser sei dabei auf [MOCHO03] verwiesen.
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ist bestimmt durch das kleinste d, fiir das die Gleichung a%ba=? = b erfiillt ist (d sei
Primzahl). Die Basis des Hilbertraums ist nun gegeben durch die Anyonenpaare!®

In) = |a"ba™") (fur 0 <n<d) (18)

G hat, wie jede einfache nicht-abelsche Gruppe, eine gerade Anzahl von Elementen (vgl
[MOCHO3]) und enthilt so wegen der Sylow-Sitze ein Element a # 1 mit a®> = 1. Daher
konnen wir uns, auch wenn der allgemeine Fall vielleicht eleganter oder zweckméfBiger
wére, auf Qubit-Systeme, also d = 2 beschridnken. Die kleinste bekannte einfache und
nicht-abelsche Gruppe ist die As und enthilt als Elemente alle geraden Permutationen
auf fiinf Objekten!?. Als Element a wihlt man, um eine Rechenbasis fiir ein Qubit-System
zu erzeugen, eine Permutation so, dass a? gleich der Identitét ist, zB a = (1 2)(3 4).
Ein zu a nicht kommutatives Element ist b = (3 4 5), welches mit a den Hilbertraum
aufspannt durch:
0)=1b)=1[(345

2 = ) = 0435 1)

4.2.2. Messen des Z-Operators

Um beziiglich der Eigenzustéinde des Z-Operators Messungen durchzufiihren, versuchen
wir, jedes der zu messenden Qudits mit einem Anyons in einem inversen Eigenzustand
des Z-Operators zu verschmelzen. Wenn die Ladungen sich gegenseitig aufheben, so wa-
ren beide zueinander invers und das iibrig gebliebene Teilchen des Eigenzustands ist das
Ergebnis der Messung. Da die Messung nicht immer das korrekte Ergebnis liefert, muss
sie mehrfach durchgefiihrt werden. Dazu benétigt man viele ,,Kopien“ des zu messen-
den Anyons mit identischem magnetischen Fluss, die aber aufgrund des so genannten
no-cloning-theorems nicht exakt erzeugt werden konnen. Mit Hilfe einer kontrollierten
Summe (mit Steuer-Eingang |0)) konnen aber Zusténde erzeugt werden, die beziiglich
einer Messung in der Z-Basis das gleiche Ergebnis erzeugen und somit fiir unsere Zwecke
zum Ursprungszustand dquivalent sind (Die kontrollierte Summe kann mit einem Toffoli
erzeugt werden, bei dem ein Eingang konstant auf |1) gesetzt wird):

ZC"W —>ZC’i|i>®|i>®|i>®...®|z'> (20)

8Das inverse Teilchen |a"b 'a ') wird zur einfacheren Lesbarkeit hier und im Folgenden weggelassen.
9Ungliicklicherweise ist diese Gruppe mit 60 Elementen schon ziemlich groff und unpraktisch, aber
bisher konnte noch keine kleinere entdeckt werden.
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4.2.3. Messen des X-Operators

Auch das Messen von X liefert nicht immer das korrekte Ergebnis, so dass wir ebenfalls
Kopien des zu messenden Zustandes erzeugen miissen, hier mit Hilfe eines kontrollierten
X ~1-Operators?? (Steuer-Qubit: |0)):

Zcim HZ@@@m@@@...@@ (21)

Die Messung selber wird analog zu der von Z durchgefiihrt, jetzt jedoch beziiglich der
Eigenzustédnde von X, gegeben durch

U
_

~ I <= i
n)=—— w ) 22
i) = 72 3wl (22)
Um die Messung von X durchzufiihren, bendtigt man Anyonen, die einen Fluss in die-
sem Eigenzustand von X besitzen, es gilt also, w korrekt festzulegen. Dazu muss man

zuniichst aus dem Nichts Paare erzeugen, die den |0) Zustand reprisentieren:

I
o

i

e
0) = N ; |2) (23)

Da die aus dem Vakuum erzeugten Paare nicht immer die geforderten KEigenschaften
besitzen (sondern teilweise sowohl magnetischen, als auch elektrischen Fluss besitzen),
filtert man die unerwiinschte Anyonenpaare mit einer in [MOCHO03] niher beschriebe-
nen Methode heraus. Die kontrollierte X ~'-Funktion erlaubt nun in zwei Schritten die
Erzeugung von [i)-Zustiinden aus |0):

- 1 IO
0)®10) - —= 1) @1 24
0) @ 0) ﬂ;l ) ® |7) (24)
0) @ [3) — [0) ® [7) (25)
Sind die erzeugten [i) Zusténde identisch mit |0), so muss die Prozedur wiederholt wer-

den, andernfalls nennen wir den erzeugten Zustand [1), indem wir das in der Definition
der Eigenzustinde verwendete w entsprechend festsetzen:

D)=l =—=> w7l (26)

Die weiteren Eigenzustdnde von X koénnen mit dem nun bekannten w definiert werden.
Sowohl die Messung von X, als auch die von Z sind relativ fehlertolerant, da die Wahr-

20Der X ~'-Operator ist eine so genannte klassische Funktion und kann als solche mit Hilfe des Toffoli-
Operators berechnet werden, siche auch Abschnitt 4.2.4
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scheinlichkeit eines Fehlers mit der Anzahl der Anyonen-Verschmelzungen exponentiell
abnimmt.

4.2.4. Konjugation eines Zustandes mit einer Funktion

In Gleichung (6) wurde dargestellt, wie ein Anyon im Zustand |g) mit einem im Zustand
|h) konjugiert wurde. Allgemein lésst sich der Fluss eines Anyons auch mit dem Produkt
mehrerer Fliisse |hihs ... h,) konjugieren:

|hihg ... hp) @ |g) — |hiha ... hy) @ |hihe .. haghyt .. by thit) (27)

Die einzelnen h; konnen dabei Anyonen in unbekannten Zustidnden sein. Dies ermdglicht,
Anyonen mit jeder Funktion f zu konjugieren, die als Produkt von Zusténden |h;), deren
Inversen |h; ') und festen Elementen aus G dargestellt werden kann. Ist G eine einfache
und perfekte endliche Gruppe, so kann jede beliebige Funktion f(hi, he,...,hy) : G" —
G in dieser Form dargestellt werden (Beweis: siehe [MOCHO3]). Dies bedeutet, dass jede
klassische Funktion berechnet werden kann, mithin auch das fiir die universelle Gatter-
Menge benoétigte Toffoli-Gatter:

T(|a'ba™", a’ba™, akba™%)) = |a'ba™", a’ba =7 a¥HFba=FY) (28)

Im oben erwdhnten Beispiel mit As wiirde die zur Berechnung des Toffoli notwendige
Funktion f(a‘ba~%, a’b~7) = a” neun elementare Konjugationen benstigen?!:

Flhihy) ={(521) hy (14352) hy (124) h7' (15342 k' (521)}  (29)

Alternativ ldsst sich das Toffoli-Gatter mit 16 ,, Durchschiebe-Operationen* und sechs
Anyonen-Paaren wie in Abbildung 4 realisieren. Fiir Gruppen kleiner als As konnte
bisher kein Toffoli gefunden werden (siehe [PRES98]). Da As die kleinste endliche nicht-
auflésbare Gruppe ist, liegt die Annahme nahe, dass die Nichtauflosbarkeit eine notwen-
dige Voraussetzung fiir das universelles Quanten-Rechnen mit Hilfe von Konjugation
ist.

21Zur Herleitung sei erneut auf [MOCHO03] verwiesen.
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5. Uberlegungen zur Implementierung

Im letzten Kapitel wurde aufgezeigt, dass theoretisch ein universeller Quantencomputer
auf Basis der topologisch hervorgerufenen Konjugation des magnetischen Flusses von
Anyonen realisierbar ist. Hier sollen sich nun abschlieflend einige Vorschléige zur konkre-
ten Implementierung und den damit verbundenen Schwierigkeiten vorgestellt werden.

5.1. Messen des magnetischen Flusses

Eine elektrische Ladung, die ein magnetisches Flussteilchen (also ein Teilchen mit ma-
gnetischem Fluss) umkreist, verdndert die Wellenfunktion des Flussteilchens Wellenfunk-
tion. Mit Hilfe dieser Wechselwirkung ist man in der Lage, den magnetischen Fluss zu
messen, indem man zum Beispiel mit einem Mach-Zehnder-Interferometer eine definierte
Ladung am magnetischen Fluss streut und — entsprechende Kalibrierung vorausgesetzt
— zwei orthogonale Zusténde u; und ue mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit unter-
scheiden kann. Eine geniigend grofle Anzahl Testladungen vorausgesetzt kann der Fluss
im Interferometer mit einer hohen Genauigkeit bestimmt werden. Ein Flussteilchen im
Uberlagerungszustand a|uy) +blug) wird von der Messung entweder mit der Wahrschein-
lichkeit |a|? auf den Zustand |u;) oder mit der Wahrscheinlichkeit |b|? auf |ug) projiziert
(sieche Abb 7).

u,

LFluss” A

,Ladung” O

\J ® % 7/

Abb 7: Schematische Darstellung eines Mach-Zehnder-Interferometers fiir Anyonen. Fine Test-
ladung durchquert das System und verlisst es auf der einen Seite, wenn der magnetische Fluss
des Anyons in der Mitte |uy) betrigt und auf der anderen bei einem Fluss von |usg).

Analog kann man mit einem Mach-Zehnder-Interferometer und einem geeich-
ten Flussteilchens die elektrische Ladung eines Anyons bestimmen. Insbesondere ldsst
sich dieses Messverfahren dazu einsetzen, Uberlagerungszustinde wie %UO} + 1)) oder

%(|0> — |1)) zu erzeugen (vgl [PRES98]).

5.2. Zweidimensionale Elektronengase

Real existierenden Anyonen versucht man natiirlich zun#chst einmal in zweidimensio-
nalen Umgebungen zu finden, also in Experimenten, in denen die Bewegungsfreiheit
eines Teilchens auf zwei Dimensionen eingeschrénkt ist. Dies ist zum Beispiel in zweidi-
mensionale Elektronengase (2DEG) der Fall, die an den Grenzschichten zwischen zwei
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Halbleitern, zB Gallium-Arsenit und Gallium-Aluminium-Arsenit, auftreten (vgl Abb
8). Die Elementarteilchen in diesen Schichten zeigen besondere Effekte (zum Beispiel ein
besonderes Potential-Verhalten), die auf die Zweidimensionalitét der Umgebung zuriick-
zufithren sind. Bisher konnte man jedoch trotz intensiver Suche keine Anyonen in 2DEG

experimentell nachweisen.
GaAs GaAlAs \H

2DEG

Abb 8: An der Grenzfliche zwischen zwei stromdurchflossenen Halbleitermaterialien wer-
den Elektronen gewissermajfen zweidimensional eingesperrt und bilden ein so genanntes 2D-
FElektronengas (2DEG).

Der fraktionale Quanten-Hall-Effekt, der in solchen Systemen unter Einwirkung
eines starken Magnetfelds auftritt und 1983 von Robert B. Laughlin experimentell nach-
gewiesen und erklirt werden konnte?? lisst auf das Vorhandensein von Composite Fer-
mions schlieBen. Diese Elementarteilchen besitzen im Gegensatz zu den Teilchen in drei-
dimensionalen Umgebungen eine gebrochenzahlige elektrische Ladung. Bei einem dieser
Teilchen handelt es sich um ein Quasi-Loch, das bei einem Fiillfaktor etwas unterhalb
von % des untersten Landau-Niveaus auftritt und als ein isoliertes magnetisches Fluss-
quantum aufgefasst werden kann. Drei dieser Quasi-Locher kénnen sich zu einem elek-
tronischen Loch (also einem fehlenden Elektron) vereinigen (mehr dazu in [GRIF00]).

5.3. Topologisch nichttriviale Rdume

Beim Vertauschen zweier Anyonen stellt aus der Sicht des eines Anyons das andere Anyon
(wegen des Pauli-Prinzips, nach dem sich keine zwei Teilchen am gleichen Ort aufhalten
diirfen) einen verbotenen Bereich (also einen Bereich mit Aufenthaltswahrscheinlichkeit
|¥(z0)? = 0) im Raum dar, weswegen im Zweidimensionalen eine Bahn links um das
Teilchen herum nicht ohne , zerschneiden® in eine Bahn rechts um das Teilchen tiberfiihrt
werden kann (die Bahnen sind nicht homotop). In einer dreidimensionalen Umgebung ist
es jedoch vorstellbar, die eine Bahn , iiber das Teilchen hinweg® zu bewegen und so stetig
auf die andere abzubilden (siehe Abb 9(b)). In einem Experiment, das Yakir Aharonov
und David Bohm 1959 durchgefiihrt haben, erzeugt ein starkes lokales Magnetfeld plas-
tisch betrachtet ein unendlich langes Loch, das den gesamten dreidimensionalen Raum
durchzieht. Dadurch wird der Raum , nichttrivial“: die Bewegungen um das Magnetfeld
herum sind zueinander nicht mehr alle homotop (Abb 9). Elektronen, die die Flussrohre

22Wofiir er 1998 zusammen mit Frank Wilczek und Horst L. Stérmer den Nobelpreis erhielt.
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umkreisen, verhalten sich nun in gewissen Grenzen wie Anyonen mit fraktioneller Sta-
tistik, wobei die Stdrke des Magnetfeldes die Austauschphase und damit den Typ der
Anyonen bestimmt.

™ — ~a
O
\./' O& Q
(a) (b) (c)

Abb 9: Die Riume in (a) und (c) sind topologisch nicht trivial, in (b) hingegen lisst sich jede
beliebige Bahn stetig (dh ohne ,Zerschneiden®, mit Hilfe einer monotonen, stetigen Abbildung)
in jede andere tberfihren.

5.4. Ausblick

Zusammenfassend lisst sich sagen, das die Uberlegung zur Herstellung eines topolo-
gischen Quantencomputers mit Hilfe von Anyonen zwar sehr vielversprechend sind, es
bisher aber noch nicht gelungen ist, die physikalischen Voraussetzungen zur Implementie-
rung eines solchen zu schaffen. Es gibt aber Ansétze, topologische Quanten-Effekte zB in
Atom-Magnet-Resonanz-Geriten, mit Hilfe von Josephson-Kontakten oder in Atomen,
die Quantenpunkten gefangen sind, zu realisieren und fiir quanteninformatische Berech-
nungen zu nutzen, so dass noch viele Forschungsergebnisse zu diesem Thema zu erwarten
sind.
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A. Mathematische Grundbegriffe

Basis Die Menge der Elemente {1, x9,...,x,} eines n-dimensionalen linearen Raums,
die miteinander verkniipft den ganzen Raum ergeben, fiir jeden Vektor x des Raum-
es also gilt: * = ayx1 + agwe + ... + apx, (; € C), nennt man Basis.

Gruppe Eine Gruppe G = (M, %) besteht aus Elementen g, h, j, ... einer Menge M und
einer Verkniipfung * auf den Elementen, deren Ergebnis wieder ein Element aus
M darstellt, also g x h € M. Zusétzlich gilt das Assoziativgesetz, also (g * h) * j =
g * (h*j), es existiert ein neutrales Element e € M, dass bei Verkniipfung mit
einem anderen Gruppenelement dieses unbeeinflusst ldsst (also e * g = ¢) und fir
jedes g € G gibt es ein g~! (das so genannte inverse Element), so dass g+ g~ = e.
Gilt zudem dass Kommutativgesetz (a * b = b * a) fiir alle Elemente aus G, so
nennt man die Gruppe abelsch. Die Gruppe G ist endlich, wenn M nur endlich
viele verschiedene Elemente enthélt. Eine Gruppe, die nur aus dem Neutralelement
besteht ({e}) wird trivial genannt. Eine Gruppe heifit einfach, wenn sie aufler
sich selbst und der trivialen Untergruppe keine weiteren normalen Untergruppen
enthalt.

Hilbertraum Unter einem Hilbertraum versteht man einen vollstindigen, unitiren Raum
mit einem von der Norm induzierten Skalarprodukt. Vollstindig bedeutet, dass jede
Cauchy-Folge (eine Folge, bei der der Abstand zwischen zwei Folgegliedern bzgl des
von der Norm induzierten Skalarprodukts irgendwann immer kleiner wird) gegen
ein Element, das ebenfalls im Raum liegt, konvergiert (topologischer Grenzwert).

Konjugation Zu jedem Element g einer Gruppe G gehort ein inverses Element g~!.

Verkniipft man ein beliebiges Element i der Gruppe von links mit g € G und von
rechts mit dem Inversen g~! € G, so nennt man diese Operation (h +— ghg~!) die
»,Konjugation von h mit g*. Sind g und h zum Beispiel Matrizen linearer Abbildung,
so beschreibt die Konjugation einen Basiswechsel.

Kommutierende Elemente Zwei Elemente a und b einer Gruppe kommutieren mitein-
ander, wenn a x b = b x a gilt.

Kommutatorgruppe Die Kommutatorgruppe [G, G] einer Gruppe G besteht aus allen
Elementen, die sich aus den Verkniipfungen aba~'b~! (Kommutatoren, [a,b]) von
allen Elementen a,b € G erzeugen lassen (|G, G] = ([a,b] | a,b € G)).Die Kommu-
tatorgruppe ist in jedem Fall eine Untergruppe von G.

Linearer Raum Ein linearer Raum besteht aus Elementen z,y,... (Punkte, Vektoren)
einer Menge M, die mit der Addition (+) als Verkniipfung eine abelsche Gruppe
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bilden und deren Elemente mit komplexen Zahlen («,f,... € C) multipliziert
werden konnen:
alr+y) = ar+ay
(a+pB)xr = azr+fx
a(fz) = (af)z
1xx T
Oxx = O

Perfekte Gruppe Eine Gruppe heifit perfekt, wenn sie mit ihrer Kommutatorgruppe iden-
tisch ist, also jedes Element g € G als Kommutator zweier (anderer) Elemente
a,b € G dargestellt werden kann: g = aba~'b~1.

Permutation Eine Permutation stellt eine vollstindige Abbildung einer Menge auf sich
selber dar, wobei jedem Element genau ein anderes zugeordnet wird. Besteht die
Menge zB aus den fiinf Elementen {1,2,3,4,5}, so wire die Zuordnung 1 — 2, 2 —
3,3—1, 4— 5und 5 — 4 eine Permutation. Da jede Permutation nur aus Zyklen
besteht, kann man die Darstellung verkiirzen zu (123)(45) (Jede geklammerte Liste
entspricht einem Vertauschungszyklus). Eine Permutation, die nur zwei Elemente
vertauscht und alle anderen konstant lésst, nennt man Transposition. Jede Permu-
tation ldsst sich als Hintereinanderausfithrung von Transpositionen darstellen, ist
die Anzahl der der benétigten Transpositionen gerade, so bezeichnet man auch die
Hintereinanderausfithrung als gerade Permutation.

Primitive Einheitswurzel Das Element p € G, welches bei fortlaufender Verkniipfung
mit sich selbst nach und nach die gesamte Gruppe G erzeugt (G habe d Elemente,
d sei eine Primzahl), heifit primitive (d-te) Einheitswurzel.

Unitdrer Raum Einen linearen Raum nennt man unitdr, wenn auf ihm ein Skalarpro-
dukt definiert ist, also eine Mdoglichkeit besteht, den ,, Winkel“ zwischen zwei Vek-
toren zu messen. Dies impliziert das Vorhandensein einer Norm (und damit eines

Abstandbegriffs).

Untergruppe Ist G = (M, *) eine Gruppe und U eine Teilmenge von M, die beziiglich
der Verkniipfung + auch eine Gruppe bildet, so nennt man U eine Untergruppe
von G. Kann man zusétzlich jedes Element A € U mit einem beliebigen Element
g € G konjugieren und dass Ergebnis liegt wieder in U (also ghg~! € U), so nennt
man U eine normale Untergruppe.

Unitdrer Operator Eine iiberall im Hilbertraum H definierte Operation U, die H auf
sich selbst abbildet, heifit unitér, wenn fiir alle h,g € H das Skalarprodukt von h
und ¢ gleich dem Skalarprodukt von U(h) mit U(g) ist.
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